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Integralrechnung

1. Aufgabe:

Bestimme eine Stammfunktion zu folgenden Funktionen!
a) fi(xz) =coszsinz

b) fa(x) = cosze®

c) fs(z) = coslhx
1
d) fa(z)= m

e) f3(z) = yaln(a)
2. Aufgabe:

Untersuche die folgenden Integrale auf Existenz und berechne ggf. den Wert!

o 1 .
a dz, fir s #0
0 X
b —d
NS
c) [y a?e **dz, mit a € R
d) f_llln\x|dx
e) [,° = ~dz

r2—1

£) [ e " sin(z)dx

3. Aufgabe:

Sei f : [a,b] — R stetig. Wenn man den Hauptsatz der Integralrechnung und dann den Mittelwertsatz der
Differentialrechnung auf das Integral
b
[t

anwendet, dann ist es dquivalent zu welchem der folgenden Terme?

O f(c) an einer Zwischenstelle ¢ € [a, b].
O f'(c) an einer Zwischenstelle ¢ € [a, b].
O (b—a)f'(c) an einer Zwischenstelle ¢ € [a, b].
O (b—a)f(c) an einer Zwischenstelle ¢ € [a, b].

O Keine der obigen Antworten ist richtig.
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Topologie

1. Aufgabe:
Wabhr oder falsch?
Entscheide, welche der folgenden Aussagen wahr oder falsch sind. Beweise oder widerlege.

a) Seien U; C R™ offene Mengen, i € I eine beliebige Indexmenge. Dann ist auch [ U; offen.
iel

b) Jede ein-elementige Teilmenge des R™ ist (folgen-)kompakt.

¢) (nur fiir Bachelor-Studierende) Sei Y C X eine abgeschlossene Teilmenge des metrischen Raums X
und Z C Y abgeschlossen in Y (bzgl. der Teilraumtopologie). Dann ist Z abgeschlossen in X.

d) (nur fir Bachelor-Studierende) Sei M ein metrischer Raum und ¥ C M zusammenhédngend. Dann ist
jede beschriankte Teilmenge von Y auch zusammenhédngend.

e) Sei f : R® — R™ stetig. Dann gilt fiir alle abgeschlossenen Mengen A C R™, dass auch f~1(A)
abgeschlossen ist.

2. Aufgabe:

Beweise folgende Aussagen:
a) Sei || - || eine Norm auf R™. Zeige, dass || - || als Abbildung R™ — R stetig ist.
b) Seien M;, My C R™ kompakt. Dann ist auch
My+My:={a+b: a€ M, be M}
kompakt.
3. Aufgabe:

Welche der folgenden Mengen sind offen?
O M, :=B(0,1)\{0} Cc R".
O Mz :={(p,q) €R*: peQoder ¢ €Q} CR?
O M;:={zeR: e*+sin(z) € (2,5)}
O My :={(z,y,2) eR3: z=5}
O My = {o eR": 23 =1}
O M :=R\({0}U{;: neN})
Welche sind beschrénkt?

O M OM O My O My, O Ms O Mg
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Lokale Approximation

1. Aufgabe:

Voraussetzung fiir die Berechnung des n—ten Taylorpolynoms von einer Funktion f ist ...
O f:(a,b) = R ist n—mal stetig differenzierbar.
O f:[a,b] = R ist n—mal stetig differenzierbar.
O f:(a,b) = Rist (n+ 1)—mal stetig differenzierbar.
O f:[a,b] — Rist (n+ 1)—mal stetig differenzierbar.
Das Restglied der Taylor-Entwicklung sieht wie folgt aus:

O Ry(x) = 1 [, (@ —t)" - fOFD(1)dt

T n

(n
O Ru(x) = f(n:-l)l()g')(x - xo)(nﬂ)a wobei { = xg + O(x — x0),0 € (0,1)
O R,(x) = % ;D(I —t)m . D (1) dt
Fo(E)
O Ru(x) = W(az — &)t wobei £ =z + O(x — 20),0 € (0,1)

2. Aufgabe:
(nur fiir Lehramt-Studierende)

Das Newton-Verfahren...
O ... nutzt die Naherung von Funktionswerten von f : R — R mittels Tangenten an f.
O ... dient der exakten analytischen Bestimmung der Lésung von f(x) = 0.
O ... geht davon aus, dass es tatsichlich eine Losung € € R von f(x) = 0 gibt.
[0 ... bendtigt einen Startwert xy € R.

3. Aufgabe:

Gegeben sei die Funktion f: R — R mit f(x) = sin(x) + cos(x).
a) Berechne das Taylorpolynom zweiten Grades im Entwicklungspunkt xg = 0.

b) Zeige, dass fiir alle z € R gilt: |f(z) — To(2)| < $|zf3.



4. Aufgabe:

Gegeben sei f: R — R mit f(z) = —In(1 - ).
a) Bestimme die Taylor-Reihe T'(z) fir f in 2o = 0.
b) Gib an, unter welcher Bedingung f(z) = T'(x) ist.

5. Aufgabe:
(nur fiir Lehramt-Studierende)

Gegeben sei die Funktion f : (0,00) — R mit f(z) = (z — 5)e® + 5. Die Funktion f hat im Intervall
I :=[2,5] eine Nullstelle £&. Gib eine rekursive Folge ()52 an, die gegen & konvergiert.

6. Aufgabe:

Gib das Taylorpolynom 3. Ordnung von /x im Entwicklungspunkt z¢ = 1 an:

T(Vz,1)(z) = % (+_ _(@-1D+_ (z-1%+_ (z—-1)%
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Extrema

1. Aufgabe:

Die Funktion f:R? — R mit f(z,y) = 2® — 32%y + 3zy* + v — 32 — 21y hat vier extremwertverdichtige
Stellen. Welche sind das?

)

($17y1) = (3’7)’ (any2) = (_37 )a (5637y3) = (177)7 (374/!/4) = <_17

2. Aufgabe:

Gegeben sei die Funktion f: R? — R mit f(x,y) = ¢+ §z% + ey?, wobei ¢ € R und 6,¢ € {—1,1} sind. Man
ordne zu, fiir welche 6 und e im Punkt (0,0) ein lokales Maximum, lokales Minimum oder ein Sattelpunkt
vorliegt.

e=6=1 Lokales Minimum
e=6=-1 Lokales Maximum
e=1686=-1 Sattelpunkt

3. Aufgabe:
Sei D = {(x,y) € R? | 2y < 0} und f : D — R gegeben durch
f(z,y) = cos(z) +y(y + 2).

Bestimme alle lokalen und globalen Extrema von f!

4. Aufgabe:

Gegeben sei die Funktion f : R?> — R durch f(z,y) = Im ((erzy)S) Man untersuche, ob in (0,0) ein
lokales Extremum vorliegt.



5. Aufgabe:
(nur fiir Lehramt-Studierende)

Fiir welchen Vektor z € R? wird f(z) = H:c||§ unter der Nebenbedingung (a|z); = 1,a € R¥\{0} mini-
mal?

O x=—2
llall3
O xz=2
llall3
Ox=—2
llall,
O x= =%
llall,

6. Aufgabe:
(nur fiir Lehramt-Studierende)

Die Funktion f : R? — R mit f(x,y) = x -y nimmt auf dem Einheitskreis in zwei Punkten ein lokales
Minimum und in zwei Punkten ein lokales Maximum an. Gib diese Punkte an!

) ( )
)

o lokale Minima: (__,

)

« lokale Maxima: (__,
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1. Aufgabe:
(nur fiir Lehramt-Studierende)

Zeige, dass das Gleichungssystem
e’ +tan(y) =1
P24+ 4+2=0

eine implizite Losung in Form von Funktionen y(z) und z(x) in der Néhe von (0,0,0) besitzt. Untersuche
die Losungen auf ihrem Definitionsbereich auf Monotonie!

2. Aufgabe:
(nur fiir Lehramt-Studierende)

Zeige, dass das Gleichungssystem

x2+y2:2uv
x3+y3=v3—u3

in einer Umgebung von (z,y,u,v) = (—1,1,1,1) nach u(z,y) und v(z,y) aufgelost werden kann. Berechne

3 ) )

auBlerdem ¢’ in der betrachteten Umgebung, wobei g(x,y) = (u(z,y),v(z,y))7 ist.

3. Aufgabe:
(nur fiir Lehramt-Studierende)

a) Zeige, dass die Gleichung

L Liing) =
4 2811’11’—1’

genau eine Lésung auf [0, 7] hat.

b) Zeige, dass die Gleichung

genau eine Losung auf [0, c0) hat.

4. Aufgabe:
(nur fiir Lehramt-Studierende)

Kreuze die richtigen Aussagen an!

O Die Gleichung 22 + y? = 1 ist in einer hinreichend kleinen Umgebung um (—1,0) nach y(x) auflésbar.

O Die Funktion f : (0,00) x (0,27) — R? mit f(r,¢) = (r cos(p),rsin(y)) ist in einer hinreichend kleinen
Umgebung um (1, 7) umkehrbar.

O Eine Funktion f: M — M ist genau dann eine Kontraktion, wenn max |/ (x)] <1 ist.
e
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Stetigkeit & Differenzierbarkeit

1. Aufgabe:

Gilt folgende Aussage? Eine im Punkt zq € R? partiell differenzierbare Funktion f : R? — R ist im Punkt
xg auch stetig. Beweise deine Antwort!

2. Aufgabe:

Sei die Funktion f : R? — R gegeben durch:

(#* +y*)sin(z2igz)  (2,9) # (0,0)
0 sonst

f(z,y) :{

a) Untersuche f im Punkt (0,0) auf Stetigkeit.
b) Untersuche f im Punkt (0,0) auf Differenzierbarkeit.

3. Aufgabe:

Untersuche die Funktion f : R? — R gegeben durch:

sin(x) sin(y)

f(z,y) = x? +y? (@9) # (0,0
0 sonst

im Punkt (0,0) € R? auf

a) Stetigkeit,

b) partielle Differenzierbarkeit und

c) Differenzierbarkeit.
4. Aufgabe:
Sei die Funktion f :R? — R gegeben durch:

2xy
fla,y) = 22 + 92 (z,y) # (0,0)
0 sonst

Zeige, dass die partiellen Ableitungen fiir jede Kugel B,.(0,0) C R? unbeschriinkt sind!



5. Aufgabe:

Berechne die Richtungsableitungen der folgenden Funktionen an den Stellen £ in den Richtungen ﬁ
v
Bestimme auch die Richtung des steilsten Anstiegs der Funktionen an der Stelle &.

)
b) f:R3 = Rmit f(z,y,2) =™ in & = (1,1,1) und v = (1,2, —1)

a) f:R? = Rmit f(z,y) =sin(zzy) in £ = (1,2) und v = (

el

)

N

6. Aufgabe:

Sei f(x,y,2) = 2¥/*. Ordne jeweils einem Term aus der ersten Gruppe einer partiellen Ableitung aus der 2.

Gruppe zu:

Gy : yxy/z—l ln(x) l,y/z _ln(x)yxy/z ln(x)Qxy/z y2 - yzxy/z—Q
z ’ z ’ 22 ’ 22 ’ 22

Gy : 8yyfa 0.1, ayfa Orf, Opaf



